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摘  要：基于极限分析上限定理与土的抗剪强度折减技术，考虑边坡顶面超载、坡体内孔隙水压力与地震惯性力等复杂荷载，

建立了边坡稳定的极限平衡状态方程，采用优化方法求解边坡稳定安全系数及相应的潜在破坏模式。其中水与地震对边坡的

影响作用通过虚功方程来体现，将孔隙水压力与地震惯性力当作外力荷载做功，将强度折减系数作为评价边坡稳定性的定量

指标。通过典型算例的对比分析，验证了方法的合理性，并探讨了孔隙水压力、地震加速度系数对边坡稳定性的影响。 
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Stability analysis of slope subject to complex loads based on 
 upper-bound method of limit analysis 
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Abstract: Based on the kinematic method of limit analysis and the shear strength reduction technique, the equation for expressing 
the critical limit-equilibrium state is formulated and employed to define the factor of safety and its corresponding critical failure 
mechanism by mathematical optimization method for a given slope subject to pore-water pressure and seismic load. The presence of 
pore water and seism can be embodied through work terms in the energy balance equation, and water pressure and seismic inertia 
force are considered as external forces similar to gravity and surface tractions. The traditional definition of factor of safety is adopted 
in the present method so that the results from the limit analysis can be directly compared with those from methods of slices. Through 
numerical analyses for several typical examples, the reasonability of the method is verified. Numerical computations are made to 
examine the influence of pore water pressure and horizontal seismic acceleration coefficient on slope stability. 
Key words: slope stability; pore water pressure; seism inertia force; limit analysis; strength reduction technique 

 

1 前  言 

极限平衡法在边坡稳定性分析中得到了广泛

应用
[1, 2]

，但由于其引入许多内力简化假定，使得

边坡在极限状态时既不满足静力容许条件，也不满

足机动容许条件，因此，由刚体极限平衡法所得到

的解答始终只是近似解
[3, 4]

。而极限分析方法利用

塑性理论的静力学与运动学定理寻找稳定性问题的

真实解范围。其中的上限方法只要求考虑速度模式

（破坏模式）和能量消耗，应力分布并不要求满足

平衡条件，利用功能平衡方程即可获得真实解的上

限，因此，极限分析上限方法为寻求边坡稳定的精

确解提供了一条新的思路。Chen[5]
从极限分析上限

定理出发，假定土坡沿某薄层对数螺旋间断面发生

整体刚体滑动，建立了相应的外力功与内能耗散率

平衡方程，从而得到边坡临界高度的一个上限解。

Miller和Hamilton[6]
把孔隙水压力当作内力处理，研

究了包含刚体转动和剪切变形破坏模式下的边坡稳

定性。尽管所采用的方法获得了正确的数值解，但

是由孔隙水压力导致系统内能耗散减少的物理意义

并不明确。Michalowski[7]将孔隙水压力作为外力做
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功出现在能量平衡方程中，求解了边坡稳定高度的

上限解。Chang等[8]
从塑性极限分析上限方法估算了

使堤坝开始滑动的屈服地震加速度系数。 
本文在Michalowski与Chang等研究的基础上，

借助能量法原理构造运动许可速度场，将强度折减

系数作为评价边坡稳定性的定量指标，将坡顶超载、

坡体内孔隙水压力与地震惯性力当作外力荷载做

功，建立相应条件下的土坡极限平衡状态方程，引

入数学优化方法求解最小安全系数及潜在破坏模

式，由此建立复杂荷载条件下边坡稳定性的极限分

析上限解法。 

2 极限分析上限方法 

利用塑性极限分析的运动学定理能够确定边

坡稳定性的真实解上限。在上限极限分析中，关键

的问题是选择或给定运动许可的速度场，进而基于

虚功率方程求得安全系数的某一上限。由此所得的

安全系数值不会小于真实的安全系数。在刚塑性和

小变形的假设基础上，对于给定的破坏模式或变形

场，表达体系的内能耗散率 intW 与外力功率 extW 相

等的虚功率方程为 

* *
ext int d dij ij Γ Γ

Q Γ

W W Q Γ                  (1) 

式中右端两项分别表示潜在失稳土体Q内和速度

间断面 Γ 上的内能耗散率；而外力功率 extW 分别包

含失稳土体自重、坡顶超载、坡体内孔隙水压力与

地震惯性力等所产生的等效荷载在运动许可速度场

上所做的虚功率。 

3 强度折减技术 

工程实践中，边坡稳定一般采用安全系数作为

定量评价指标。对于某个给定状态，假定各点的强

度发挥程度相同，则土体中所能发挥的抗剪强度应

与外荷载所产生的实际剪应力相平衡，此时实际中

发挥的抗剪强度指标 mc 和 m 可由土的实际抗剪强

度指标 c和按照某一系数折减后得到
[9]
，即 

F
cc m ,  

F
 tantan m            (2) 

这里F 即为抗剪强度折减系数或强度储备系数，

当假定各点强度发挥程度相同时，这种强度折减系

数 F 相当于整体稳定安全系数 sF 。式中u为孔隙水

压力；  为土体重度； z为计算点至地面的垂直距

离。 

4 考虑孔隙水压力与超载效应的边

坡稳定性分析上限解法 

4.1 孔隙水压力效应的表达方法 

孔隙水压力一般有两种求解方法：其一可先绘

制地下水流网图再根据浸润线的位置按简化原则确

定
[3, 10]

；其二可利用孔压比结合下式确定孔隙水压

力
[7, 10]

。 

u
ur
z

                     (3) 

4.2 虚功方程和目标函数 

对于图 1 所示的土坡，假定潜在失稳模式为对

数螺线旋转柱面，则滑动面方程为 

  m00 tanexp   rr            (4) 

式中  00 , r 为破裂面起点 A 处的极径与极角。考虑

边坡土体自重、坡顶超载及坡体内孔隙水压力所引

起的外力功率为 

ext g q uW W W W                     (5) 

式中 3
g 0 1W r ΩF ， 2

q 0 qW qr Ωf ， 3
u 0 u uW r Ωr f 。

其中 

 43211 ffffF  ； 





   cos

2
1cos 0 LLfq ； 

 
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0
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
     
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   


    









   

式中 

1
0 0

0 0 0

sin sin cos cos tan
z r r
r r r

    
 

    
 

； 

 

 

2
0 m

0 0

2 2 0 m
0

sin sin exp tan

cos cos exp tan tan ;

h h
z r
r r

r
r

    

     

     

 
    

 

 

  m0
00

3 tanexpsinsin   hhr
r

r
z

， 

 1 、 2 由以下两式确定： 

    coscostanexpcos 0m011 L    (6) 

 2 2 0 mcos exp tan        

0cos cos cotL H           (7) 
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潜在速度间断面上的内能耗散率为 

 
0

int
dcos

cos

h rW cV







   

  
2

2m 0
0 m m 0 c

m

exp 2 tan 1
2 tan h
c r Ω c r Ωf  


      (8) 

式(5)与(8)中，  hhr , 为破裂面末端 'C 处的极

径与极角； 为土的重度；H为坡高；Ω为角速率；

1f 、 2f 、 3f 、 4f 、 L、H 与 hr 详见文献
[11]

，其他

符号的意义示于图 1。 
根据虚功率方程，令外力功率与内能耗散率相

等，则得到土坡的极限平衡状态方程如下 

   
m c q

h 0
1 2 3 4 u u

, , '
c f qfHH H

f f f f r f
  




 
   

  (9) 

当  = 时， 04 f ，此时对数螺线通过坡脚。 
 

 

图 1  考虑孔压与地震惯性力的边坡失稳模式 
Fig.1  The assumed failure mechanism of the slope 

 
当假定土坡处于临界极限平衡状态即 1＝F 时

由式(9)所确定的土坡最小高度称为临界自稳高度

crmim HH  。当在给定坡高时强度折减系数 F是 3
个待定变量 0 ， h 和 ' 的非线性隐式函数，可以

利用函数(9)的极值条件确定强度折减系数的临界

值，即土坡的整体稳定安全系数 crs FF  及其相应

的临界破坏机构。当 ' ≤  时，下列方程构成了极

值条件，即临界状态条件 

0
0





H

； 0



h

H


； 0
'





H

； actHH   (10) 

采用迭代的方法，逐步折减土的强度参数（ c，
tan ）直至获得的极限坡高等于土坡的实际高度，

则此时的 F 为边坡真实安全系数 sF ，由 0 ， h 和

' 确定了该安全系数条件下的相应土坡失稳破坏

机构。由于隐式函数(9)的复杂性和多元性，函数极

值条件(10)的联立求解往往非常困难，故寻求从最

优化原理的角度确定最小安全系数。 
4.3 最优化问题 

将式(8)中的强度折减系数 F看作目标函数，在

考虑孔隙水压力效应时寻求土坡稳定安全系数的数

学规划列式为 

min  0, , 'hF F                    (11) 

s.t. 

 
 

act

0

0

0 1 h

1 2 h

0
0 π / 2

π
6
7

h

H H
 


 
  
  


  
  
  
  


 

且满足式

且满足式

        (12) 

式中 actH 为实际的边坡高度。采用优化方法中的直

接搜索技术[12]可以确定考虑孔隙水压力的土坡稳

定安全系数及相应的最优破坏机构。为此利用

Fortran90，考虑坡顶超载、坡体内孔隙水压力及下

文的地震惯性力等复杂荷载开发了边坡稳定性极限

分析上限解法专用程序，可快速有效地确定各种情

况下土坡的安全系数及其临界破坏机构。 
4.4 算例分析 

算例 1[7]
：土坡临界稳定数的计算。针对算例

边坡[7]进行比较计算，当 F=1 时，稳定数定义为

sN H c ，计算所得到的边坡稳定数列于表 1。 
 

表 1  稳定数与已有解答的比较 
Table 1 A comparison of stability number for example slope 

  
/(°) ur  

  =10º   =20º  

文献[7] 本文解 文献[7] 本文解 

45 
0 9.31 9.31 16.16 16.16 

0.25 7.95 7.97 10.94 10.94 
0.5 6.88 6.91 7.99 8.02 

60 
0 7.26 7.26 10.39 10.39 

0.25 6.38 6.39 7.69 7.70 
0.5 5.68 5.68 6.02 6.02 

 
算例 2[13]

：土坡稳定安全系数的计算。针对一

坡度为 1:2、坡高为 12.2 m 的均质土坡
[13]

，计算中

所采用的材料参数为  =18.85 kN/m3， c =28.73 
kPa，  =20º。将本文方法的计算结果与其他各种

方法的解答进行了比较，结果列于表 2。 
由上述2个算例的对比分析可见，本文的计算 

结果与已有解答十分接近，且随着孔隙水压力比的

增大，土坡的稳定性明显地降低。 
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表 2 安全系数 sF 的计算结果与已有解答
[13]
的对比分析 

Table 2 A comparison of safety factors for example slope 

稳定性分析方法 
sF     

ur =0 ur =0.25 

普通条分法 1.928 1.607 

简化 Bishop 法 2.080 1.766 

Spencer 法 2.073 1.761 

Janbu 法 2.008 1.708 

Morgenstern-Price 法 2.076 1.765 

Zeng 法 2.097 1.720 

本文解 2.022 1.723 

 

5 考虑拟静力地震荷载的土坡稳定

性极限分析上限解法 

5.1 基本方程推导 

针对图 1 所示的土坡，由坡体自重、坡顶超载

及地震惯性力所引起的总外力功率为 

21ext qeqg WWWWW             (13) 

式中  3
g 0 1 2 3 4W r Ω f f f f    ； 2

q1 0 q1W qr Ωf ；

 3
e h 0 5 6 7 8W k r Ω f f f f    ； 2

q2 h 0 q2W k qr Ωf 。

其中， 







   cos

2
1cos 01 LLfq ， 







   sin

2
1sin 02 LLfq ， 

 m
2

00m
5 tan913

cossintan3







Af ， 

     006 sinsinsin2
6

LLf ， 

     7 0 0sin sin sin sin ,
6 h h
Bf L L C            

 






 


 HLHf

3
2sinsin

sinsin2
sin

0'

'
2

8 



。上述

各式中 

    m0m tan3expcossintan3   hhhA ， 

  m0 tanexp   hB ， hBC sin ， 为超载引

起的地震惯性力系数，其他符号的意义同前。沿潜

在速度间断面上的内能耗散率同式(8)。 
根据虚功率方程，令外力功率与内部能量耗散

率相等，则得到地震条件下土坡的临界状态方程： 

 
m c 1 1

h h 0

2 q2

, , '
q

h

Hc f qf F
Hk k H F qf

H


  

 

 
 


  (14) 

式中 1F 如前面的表达，  87652 ffffF  。当

 = 时， 084  ff ，此时对数螺线通过坡脚。 
针对给定的边坡高度H ，当达到极限平衡状态

时，水平地震加速度系数 hk 是 0 、 h 和 ' 等 3 个

待定变量的非线性隐式函数，可以利用函数(14)的
极值条件确定地震加速度系数的临界值即屈服加速

度系数的最小上限解 chmin kk  及其相应的临界破

坏机构。 
实际工程中，往往更关心设计地震荷载下土坡

的稳定性。当给定边坡高度及设计地震加速度系数

hdk 时，将式(1４)中的强度折减系数 F 看作目标函

数，在考虑地震惯性力效应时寻求土坡稳定安全系

数的数学规划列式为 

min  ',, 0 hFF               (15) 

s.t.  

























π
2

π0

0

0

0

'
hdh

act

h

kk
HH





                (16) 

采用前面开发的专用程序即可求解拟静力地

震作用下边坡稳定的安全系数及其相应的破坏机

构。 
5.2 算例验证 

针对一均质土坡[8]，坡高为H =30.5 m，坡面超

载强度为 q =5.75 kPa，超载引起的地震惯性力系数

为 =0.5；土性参数为 Hc  =0.15， 40 。针对

不同坡角计算所得到的屈服加速度系数及其与已有

解答的比较列于表 3。 
由表可见，本文的计算结果与已有解答十分接

近，且随着坡角的增大，土坡的屈服加速度显著地

降低。 
 

表 3  屈服加速度系数计算结果与对比 
Table 3  A comparison of yield acceleration coefficients 

computed by various methods 
 /（º） 45 60 75 90 

ck  
已有解[8] 0.671 0.506 0.320 0.098 

本文解 0.670 0.503 0.316 0.093 

 
5.3 边坡安全系数与地震加速度系数间的关系 

针对一均质土坡
[14]

，对于给定的坡角 等有关
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参数情况下，通过变动参数对比计算与分析，探讨

水平地震加速度系数对边坡稳定性的影响。针对不

同的地震加速度系数通过计算所得到的土坡稳定安

全系数如图 2 所示。 
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图 2  土坡安全系数对于地震加速度间的关系 

Fig.2  Effect of seismic acceleration coefficient on safety 
factor of slope 

 
由图可见，随着水平地震加速度系数 hk 的增

大，边坡稳定安全系数 sF 降低，两者之间的关系近

似地为双曲线。 

6 结 语 

将极限分析上限定理与强度折减技术相结合

建立了边坡稳定性分析的极限分析上限解法，其中

考虑了坡顶超载、坡体内孔隙水压力与地震惯性荷

载等复杂情况。典型算例的数值计算与对比分析表

明，随着孔隙水压力比的增大，边坡的稳定性明显

地下降；随着坡角的增大，边坡的屈服加速度显著

地降低；随着水平地震加速度系数 hk 的增大，边坡

稳定安全系数 sF 降低，两者之间近似地呈双曲线关

系。 
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